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U3. Introduccion a la geometria moderna
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Puntos armonicos

Definicion 0.1

Si P es un punto, distinto de A y B, que divide al segmento AB en una razon r dada y Q

divide al mismo segmento en la razon —t, se dice que el punto QQ es el conjugado armonico

de P con respecto de AB. Es decir, ’gg = ?2(13’
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Si Q es conjugado arménico de P respecto del segmento AB, entonces Q es conjugado

armonico de P respecto del segmento BA. .
Demostracion
Si Q es conjugado armoénico de P respecto de AB, entonces ‘;g = Q% Luego, % @ = —g—g,
lo que implica Ei = —_g—g = P A = Q% Por tanto Q es el conjugado arménico de P con
respecto de BA. QED

Teorema 0.2
Si Q es conjugado armonico de P respecto del segmento AB, entonces P es conjugado
armonico de Q respecto del segmento AB. .

Demostracion

Definicion 0.2
Se dice que P y Q son conjugados arménicos respecto de AB o bien que el segmento AB

esta dividido armonicamente por Py Q.
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Teorema 0.3

Si P y Q son conjugados arménicos respecto de AB, entonces A y B son conjugados

armonicos respecto del segmento PQ. Se dice entonces que A, B, P y Q son una hilera

armonica. .
Demostracion
AP _ _AQ __PB _, -PA _ __PB PB _ _PA PR .
P5="0b = AQ =—0B = A0 — ~-BO = BO — ~4AQ" Lo que implica que B y A son conju-

gados armonicos respecto de PQ. QED

Nota La demostracion de estos teorema nos permite ver que las permutaciones por parejas de

conjugados armonicos de los puntos AB y PQ son una hilera armonica.

Definicion 0.3

AP
Dadas dos parejas de puntos A, B'y P, Q, se define su razén cruzada como la razon 45,
B
lo que se denota como (AB, PQ). .
Proposicion 0.1
Si A, B, P y Q es una hilera armonica, entonces (AB,PQ) = —1. Ademds, todas sus
permutaciones (tomadas por parejas de puntos armonicos) cumplen que su razon cruzada
es igual a —1.
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Demostracion

Sean A, B, Py Q una hilera arm(’)nica ademds consideremos que P y QQ son conjugados armo-
AP _49
nicos de A y B, entonces 45 = QB, luego £& = § = —1. Por tanto (AB, PQ) = —
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Por los teoremas anteriores, tenemos que
(AB,PQ) = -1 < (AB,QP) = -1 & (BA,PQ) = -1 & (BA,QP) = -1 & (PQ,AB) = -1 &
(PQ,BA)=-1 & (QP,AB) = -1 & (QP,BA) = —

=, Ejercicios para ir pensando -

1. Sean A, B puntos colineales y un punto P que divide al segmento AB en una razén r,
construir con regla y compas (determinar el valor) el punto Q, tal que Q sea conjugado

armonico de P.
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