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U3. Introduccion a la geometria moderna

=0

Segmentos dirigidos

Ejercicio 2.- Generalice la formula de Chasles Para mas de tres puntos colineales.

Para este nuevo ejercicio vamos a generalizar dos proposiciones andlogas a la proposicion 0.1 de

las notas 1.

Proposicion 0.1. Proposicién previa para cuatro puntos

Sean A, B, C y D puntos colineales, entonces:

AB+BC+CD =AD

P
Demostracion

A B C o]}
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Como A, Cy D son colineales por la proposicién 0.2 de las notas 1, para tres puntos tenemos
que: AC+CD = AD, pero AC contiene a By A, By C son colineales, entonces AB+BC = AC.
AsiAC+CD =AB+BC+CD =AD.

Q.E.D.

Proposicion 0.2. Proposicién para n puntos

Conn > 4. Sean Xy, X»,....., X,, puntos colineales, entonces:

X1 Xp+ Xo X3+ o+ X1 Xy = X1 X, = Y1 (X Xi41) = X1 X,

Demostracion (Por induccién) (Para n > 3)

Para n = 3 y para n = 4 ya sabemos que si se cumple.

Supongamos que se vale para #, i.e Z?;ll (X;Xi+1) = X1 X,,. Pd. que se cumple paran+ 1, i.e
im1 (XiXip1) = X1 X1

9 Ao

—o—o o OO0 o— ‘o -

Tomamos un punto X,,,; en la recta que contiene a los n puntos, donde X,,,; estd a la derecha

de X,,. Asi X,,,1 es colineal con todos los demds puntos.
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Como X;, X,, y X,41 son colineales, entonces: X; X,, + X,,X,,41 = X7 X,,41; pero por hipétesis
de induccion: Y '~} (X; Xi41) = X1 X,,, entonces: Y"1 (X X1 1) + Xy Xye1 = X1 Xyt
Por lo tanto ) 1" | (X;X;,1) = X1 X,,41 Q.E.D.

Teorema 0.1
Si X1, Xo,....,X,, son colineales, entonces X1 X, + Xo X3+ ..... + X, 1 X, + X;,X; =0

Demostracion
Por la proposicién anterior para # puntos Zf;ll (XiXi1)=X1 X, &= Zf;ll (X;Xip1)-X1X,=0
— X1X2 + X2X3 +...+ XnXl =0. Q.E.D

Teorema 0.2. Teorema de Euler
Si A, B, C y D son cuatro puntos colineales, entonces AB(CD)+AC(DB)+AD(BC)=0 .

Demostracion

Por hipétesis tenemos que A, B 'y C son colineales, entonces AB + BC = AC. Podemos alternar
tres tercias de puntos colineales de la siguiente forma:

Para A, D y B colineales tenemos que AB = AD + DB....(1).

Para A, D y C colineales tenemos que AC = AD + DC....(2).

Para B, D y C colineales tenemos que BC = BD + DC....(3).

Reescribimos las formulas de (1),(2) y (3) de la siguiente manera.
De (1) AB=DB-DA.
De (2) AC=DC-DA.
De 3) BC=DC-DB.

Es decir, reescribimos (1),(2) y (3) con uno de los segmentos fijo y el otro con sentido contrario

agregando un signo negativo para conservar la igualdad.
Entonces AB(CD)+ AC(DB)+AD(BC)=(DB-DA)CD+(DC-DA)DB+ AD(DC - DB)
=CD(DB)-CD(DA)+DC(DB)-DB(DA)+AD(DC)—-AD(DB)

= DB(CD + DC) - DA(CD + DC) - DB(DA + AD) = DB(0) - DA(0) - DB(0) = 0.

Por lo tanto AB(CD)+ AC(DB)+ AD(BC) = 0. Q.E.D.

———————— O (D) O
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Ejercicio 3.- Demuestra que si A, By C son tres puntos colineales y D es cualquier otro puntos

en el planto, entonces:

DA%(BC)+ DB?*(CA)+ DC?*(AB)+ AB(BC)(CA) =0 )

Por casos

Caso 1 D es un punto colineal con A, By C, este caso se conoce como la férmula de Stewart.
Sean A, B, C y D cuatro puntos alineados, entonces usando que AB+BC = AC = AB = CB-CA,
sustituimos esta Ultima expresion en la ecuacién (1) en su miembro derecho que contiene los

términos cuadraticos.

DA?(BC) + (DB?)(CA) + DC?(AB) = DA*(BC) + DB*(CA) + DC*(CB-CA

= DA?(BC)+DB?*(CA)+ DC?(CB)-DC?*(CA) = BC(DA? - DC?)+ CA(DB?> - DC?)

= BC(DA + DC)(DA — DC) + CA(DB + DC)(DB — DC) = BC(DA + DC)CA + CA(DB +
DC(CB) = CA(BC)[(DA + DC) — (DB + DC)] = (CA)(BC)(DA — DB)) = CA(BC)(BA) =
—AB(BC)(CA)

Por lo tanto DA%(BC)+(DB?)(CA)+DC?(AB) = —~AB(BC)(CA) &< DA?*(BC)+(DB?)(CA)+
DC?(AB) + AB(BC)(CA) =0

Caso 2 La demostraciéon se queda como ejercicio para el alumno.

AP
Ejercicio 4.- Suponiendo que A , B 'y P son tres puntos colineales tales que r = B encuentra

o valores do. BP AB PB BA PA
oS valoresae: —, —, —, —— _
PA’ BP  BA AP’ AB

A P B
& & &
Solucién
(])APr PB BP PlttBPl
= —=—=— Por —_—=—
Ap - pA - j Forlotanto
2) AB AP+PB AP+PB AP L C . . AP v Por lo tant
— =————=——+—=——-1. Como r = —, entonces — = —t. Por lo tanto
BP BP BP BP BP PB BP
AB _ (1+7)
BP AB
(3) Por (2) sabemos que P —(1+7), entonces AB=—(1+r)BP &< BA=(1+r)PB
PB 1
BA  1+r
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) BA BP+PA BP+PA BP L c . PA . BP 1 BP 1
—=———=—+—=—-1.Comor=——, entonces — = — &= — = ——.
AP AP AP AP PA BpP PA r AP r
Por lo tant bA (1+ ! )
or lo tanto — = — -
BA Ali ' PA
(5) Como AP =— A r, concluimos que 1B = —ﬁ

———————— O (D) O



