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U2. Circunferencia y cuadrilateros ciclicos

oz

Angulos de la circunferencia y Cuadrilateros ciclicos

Problema: Si PQ y RS son dos cuerdas paralelas en una circunferencia, entonces PR = QS.

Demostracion

Sean PQ y RS dos cuerdas de una circunferencia con
centro en O. Por hipétesis PQ y RS son cuerdas para-
lelas. Trazamos los segmentos PRy QS y trazamos las
diagonales PS y QR, sea K el pundo te interseccion de
dichas diagonales.

Notemos que el dngulo /SPQ = /SRQ, pues sub-

tienden la misma cuerda S/(\Q y el angulo /PQR =

/PSR, pues subtienden la misma cuerda PR.Entonces
el AKQP yel AKRS son isésceles, entonces PK = KQ
y KR =KS.

Observemos que los tridngulos PRK y QKS tienen dos pares de lados iguales, PK = KQ 'y

KR = KS y el angulo /PKR = /SKQ por ser opuestos por el vértice, entonces por LAL, el
APRK = AQKS. Por lo tanto podemos concluir que PR = QS. Q.E.D.

Problema: Dado un pentagono regular de lado x, determine el centro y el radio de la circunfe-

rencia circunscrita.

Solucién
Sea ABCDE un pentdgono regular, el cual sabemos
que es inscriptible, es decir que todos sus vertices estan

contenidos en una circunferencia.

Tracemos sus todas las diagonales AC, AD, BE, BD y
CE; por ser un pentdgono regular sabemos que todas
estas diagonales son iguales entre si.

Asi, nuestras diagonales nos forman cinco tridngulos

congruentes por el criterio LLL: AACD = AECD =
ADAB = ACEA = ABDE.
Trazamos las mediatrices de cada tridngulo, que por ser isdsceles van del vértice al lado opuesto,

por las propiedades anteriores de las rectas notables de un tridngulo, las mediatrices de todos



_2_

los tridngulos concurren en el circuncentro F y cumple que la distancia del punto F a cualquier
vértice es la misma.

Por lo tanto podemos trazar una circunferencia de centro iguala

al circuncentro de estos tridngulos y radio que es la distancia del

centro a cualquier vértice del pentdgono.

Por el teorema de pitdgoras el radio del pentdgono

[2
r= xz +FY?, donde Y es cuaquier punto medio de los lados

del pentdgono.

Problema: Sea C una circunferencia con centro en O. Sea P un
punto cualquiera exterior a la circunferencia. Encuentra el lugar geométrico de todos los puntos

Y, tales que Y es el punto medio del segmento PX, para X en C.

Solucién
Sea C una circunferencia con centro en O y sea P un punto exterior a dicha circunferencia.
Tomemos un punto X arbitrario sobre la circunferencia y tracemos el segmento PX.

Sea Y el conjunto de puntos medios del segmento PX, que se generan cuando dicho segmento
varia debido a que X va variando sobre la circunferencia.

Notemos que P es un punto fijo. Si to-
mamos otro punto, digamos A sobre la
circunferencia, al trazar el segmento AP
también determinamos su punto medio
B; asi formamos el arco XA. Suponga-
mos que A y X son fijos, entonces por
un corolario visto en clase sabemos que
si tenemos dos puntos fijos, el conjunto

de puntos B que cumplen que el dngulo

/X PA es constante, consta de dos arcos
de dos circunferencias del mismo radio.
Sin embargo podemos considerar que uno de los puntos X o A no es fijo, asi que podemos
recorrerlo hasta el otro punto que si es fijo, pero al hacer esto mi 4ngulo ya no es constante, por lo
que se niega la proposicién enunciada si alguno de los dos puntos son fijos , el conjunto de puntos
B que cumplen que el dngulo XPA no es constante, consta de dos arcos de dos circunferencias
de radios distintos.

Por lo tanto al ir considerando dos puntos, uno fijo y el otro no, el lugar geométrico que se forma
es una circunferencia.

Q.E.D.
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Rectas Antiparalelas

Definicion 0.1

Un par de rectas concurrentes l; y |, son antiparalelas respecto a otro par de rectas

concurrentes ly y ly, si la bisectriz del dngulo que forma el primer par de rectas es

perpendicular a la bisectriz del dngulo formado por las otras dos.

Definicion 0.2

Sean f, gy j, i dos pares de rectas tales que si la bisectriz h de las rectas f y g corta
a las rectas j e i formando dngulos iguales interiores del mismo lado de la transversal,

entonces se dice que las rectas j e i son antiparalelas con respecto a las rectas f y g.
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Definicion 0.3

Sean PQ y RS dos rectas, decimos que son antiparalelas con respecto a los lados de un
angulo que se forma en el vértice de un triangulo AARS, si forman el mismo dngulo en

los lados opuestos con la bisectriz de ese dngulo.

Definicion 0.4

Dados los pares de rectas (f,g) y (h,i) al formarse los dngulos a y B de la siguiente
figura, si esos dos dngulos son iguales, entonces los pares de rectas que determinan al

cuadrilatero ILK] son antiparalelas.

Usa la definicion 0.3 para verificar que se cumple esta definicion.
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Si las rectas c y d son antiparalelas con respecto a las rectas ay b, y si A, B, C y D son

los puntos de interseccion de dichas rectas, entonces el cuadrildtero ABCD es ciclico.

Sean c y d dos rectas antiparalelas con respecto a las rectas a y b como se muestra en la siguiente

figura. Por demostrar que las intersecciones de dichas rectas forman un cuadrilétero ciclico.

Sean Py Q puntos de interseccion de los pares de rectas (a,b) y (¢, d) respectivamente. Sean A,
B, C y D puntos de interseccion las rectas antiparalelas y sean K y L los puntos de interseccion
de ¢y d con la bisectriz b; del dngulo /P. Sean M y N los puntos de intersecciéon de a y b con la
bisectriz b, del angulo £Q y por tltimo sea O el punto de interseccion de las bisectrices by y b,.
Por la proposicion 0.5 de las notas 5 o por la definicién 2 enunciada en estas notas, podemos
decir que los tridngulos PN M y QKL son isésceles por lo que /LKA = /DLK = . Nombramos
(BAD =17y y /DCE = 6. Para demostrar que el cuadrilidtero ABCD es ciclico basta con probar
que y +6 =180°.

Sean los dngulos « los que determina la bisectriz b;. Notemos que /PLC =180° -y a+ 06+
/PLC =180°, pues son los dngulos interiores del tridngulo LPC, entonces 6 = 180°—a—/PLC,
pero /PLC =180° — 8, entonces § = 180° — /PLC; esto implica que 6 = 180° — /PLC —a =

Ahora consideremos el AAPK y notemos que /AKP =180°-fy a+ /AKP + /PAK =180°,
por ser dngulos interiores del tridngulo mencionado; de lo anterior tenemos que /PAK = 180° —
a—/AKP, pero /AKP =180° -, entonces g = 180° — ZAKP. Por tanto /PAK = f—a.....(2).
Ahoray =180°-/PAK =180°—f+a, esto por (2). Y por (1), tenemos que 0 = f—a, entonces
Y+0=p—-a+180°—p+a =180°. Porlo tanto y y o son suplementarios. Por lo tanto ABCD

es un cuadrilatero ciclico. Q.E.D.



En cualquier cuadrildtero ciclico, cualquier par de lados opuestos son antiparalelas con

respecto a los otros dos lados.

Resultado inmediato de la definicién 4.

<= Ejercicios para ir pensando -

1. Si ABy CD son rectas antiparalelas respecto al dngulo formado por BC y AD, entonces
BC y AD son antiparalelas respecto al angulo formado por ABy CD.

2. Demuestra que la tangente a la circunferencia circunscrita de un tridngulo en un vértice es
antiparalela al lado opuesto.

3. Demuestra que la recta que une los pies de las alturas de un tridngulo es antiparalela al

tercer lado.
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