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Unidad 2. Circunferencia y cuadrilateros ciclicos

oz

Rectas notables en la circunferencia

Teorema 0.1
Si una recta es tangente a una circunferencia y se construye una recta del centro al punto

de contacto, la recta asi construida serd perpendicular a la tangente.

Demostracion  Por contradiccion.

Sea f una recta tangente en el punto B de con-
tacto de una circunferencia & con centro en A y
radio AB. Por demostrar que f es perpendicular a
AB.

Sean C y D puntos en la recta f distintos del
punto de contacto. Supongamos que AB no es
perpendicular a la recta CD.

Por una proposicién vista en clase, podemos cons-
truir AE, una perpendicular a CD, entonces el
angulo /BEA es un dngulo recto.

Sabemos también que en todo tridngulo la suma

de cualesquiera dos dngulos es menor que dos

dngulos rectos, por lo tanto tenemos que el dngulo
/ABE es agudo.

Recordemos que en un tridngulo el lado opuesto al dngulo mayor es el lado mayor, entonces
AB> AE...(1)

Sea F un punto de interseccion de la circunferencia c¢ con el segmento AE. AF = AB por ser
radios de una circunferencia, entonces por (1) AF > AE. Sin embargo AE = AF + FE, entonces
estariamos diciendo que AF > AF + FE lo cual es una contradiccidn ya que la parte menor nunca
es mayor que la parte mayor.

Andlogamente, podemos probar que ninguna otra recta es perpendicular a CD.

Por lo tanto AB es perpendicular a la recta CD que es larecta f. Q.E.D



Proposicién 0.1
De un par de cuerdas de una circunferencia, la mayor estd mds cerca del centro. R

Demostracion

Sea € una circunferencia con centro en K y sean las cuerdas AB y CD. Trazamos un seg-

mento de recta perpendicular a partir de K a la cuerda AB con pie de perpendicular M y otro

segmento perpendicular a partir de K al segmento CD con pie de perpendicular N, tal que

KM < NK, es decir, la cuerda AB estd mas cerca del centro K que la cuerda CD. Por demos-

trar que la longitud de la cuerda A B es mayor que la longitud de la cuerda DC, es decir, AB > CD.

Determinamos las segmentos BK, AK,
KD y KC, los cudles son iguales en-
tre si por ser radios de la circunferencia

c.

Como MK y KN son perpendiculares a
una cuerda a partir del centro K, enton-
ces BM = MA y DN = NC pues sa-
bemos que la perpendicular a una cuerda
por el centro de la circunferencia la bise-

ca.

Tenemos cuatro pares de tridngulos rectangu-

los BMK, AKM, KND y KCN, entonces por el teorema de Pitdgoras tenemos las siguientes

cuatro igualdades:

(1) BK? = MK? + BM? & MK? = BK? - BM?. Esto en el tridngulo BMK

(2) AK? = MK? + AM? &= MK? = AK? — AM?. Esto en el tridngulo AKM

(3) KD?=KN?+ND? & NK? = KD? - ND?. Esto en el tridgngulo KN D

(4) KC?>=NC?+KN? & NK? =KC? - NC?. Esto en el trigngulo KCN
Como KN > MK = KN? > MK?, utilizando (1) y (3), tenemos que KD?~ND? > BK?~BM?,
pero KD = BK & KD? = BK? = -ND? > -BM? &= BM? > ND?. Por lo tanto BM >

ND...(A)

Andlogamente si utilizamos las ecuaciones (2) y (4) y partimos de que KN > MK podemos

concluir que AM > NC....(B). Sumando (A) y (B) tenemos que AM + BM > NC + ND por lo

tanto AB > CD. Q.E.D.

———————— O (D) O



= Ejercicios para ir pensando -

1. Demuestre que el didmetro es la cuerda de longitud méxima en un circulo dado.

Angulos en la circunferencia y cuadrilateros ciclicos

Proposicién 0.2

Un dngulo inscrito es recto si 'y sélo si abarca un didmetro.

Demostracion

(=) Sea ¢ una circunferencia con centro en A
y radio AB, trazamos una recta tangente CD en
el punto de contacto B, entonces sabemos que la
recta CD es perpendicular al radio AB, por tanto
el 4ngulo /CBA = /ABD, son 4ngulos rectos.

Trazamos las bisectrices i, a los dngulos rectos
respectivamente, las cuales cortan a la circunferen-
cia en los puntos F y H, entonces es inmediato ver

que /FBA = /ABH son la mitad de un dngulo rec-

to, por tanto /FBH es recto, por lo que podemos
concluir que AB es bisectriz de este dngulo.

Por otro lado, si trazamos los segmentos AF y AH formamos los tridngulos isésceles FAB y
AH B cuyos lados iguales son AF = ABy AH = AB por ser radios de la circunferencia, por tanto
(AFB=/FBAy /ABH = /BHA.

Como los dngulos interiores de un tridngulo suman dos dngulos rectos, entonces inmediatamente
podemos concluir que /BAF = /HAB. Ademds A es punto de la bisectriz AB por tanto AF y
AH son perpendiculares a AB, entonces /ZHAF es igual a dos dngulos rectos, es decir que es un

dngulo llano. Por lo tanto XY es un didmetro.

(<=) Supongamos que tenemos una circunferencia C
con centro en D y didmetro BC.

Tomamos un punto A en la circunferencia que no sea B
ni C.

Unimos los extremos By C del didmetro con el vértice A

formando los segmentos ABy AC, y a su vez formando

el tridngulo inscrito ABC.

———————— O (D) O



Trazamos el segmento AD que divide al tridngulo ABC,

en dos tridngulos isésceles ABD y ACD cuyos lados

iguales son BD = AD y AD = DC por ser radios de la

circunferencia; entonces /DBA = /BAC =a 'y /ACD = /DAC = .

Notemos que el dngulo = /BAC = a + f8.

Sabemos que la suma de los d4ngulos interiores de un tridngulo es igual a dos dngulos rectos es
decir 180°, entonces @ + S+ = 180°, pero y =a + f,entonces a + f+y =a+p+(a+p) =
20+2B =2(a+p) =180°.

Por lo tanto, y = a + f es recto. Q.E.D

Proposicion 0.3

La medida del angulo formado por dos cuerdas que se intersecan dentro del circulo es

igual a la semisuma de los arcos que abarca.

Demostracion

Sea ¢ una circunferencia con centro en C y radio AB,
sea la cuerda DE y la cuerda FG que se interseca en
el punto P. Sin pérdida de generalidad consideremos al
angulo /DPF = a. o

DF+EG

Queremos demostrar que o = 7

Unimos los puntos extremos de las cuerdas mediante el
segmento DG. Por un teorema visto en clase, sabemos

que la medida de un dngulo inscrito en una circunferen-

cia, es igual a la mitad del arco comprendido entre sus

lados. _
EG
Entonces, como /EDG = y es inscrito, asi y = — (1). Andlogamente 6 = /DGF =
DF
7....(2)
Por otro lado, el dngulo a es dngulo exterior al tridngulo DPG, por tanto a = ¥ + 0, entonces
EG+DF
por (1) y (2) concluimos que o = — Q.E.D.

———————— O (D) O



Proposicion 0.4

La medida del angulo formado por dos secantes que se intersecan en un punto exterior al

circulo es igual a la semidiferencia de los arcos que abarca.

Demostracion

Sea una circunferencia con centro en K y radio KA, sean AB y CD las rectas secantes que se
AC-BD
cortan en el punto exterior P. P.d. /APC =a = —

Unimos los puntos donde de interseccién de las secantes con la circunferencia mediante el

—_—

AC
segmento AD y veamos que el dngulo /ADC = f = e (1), pues B es inscrito y el otro

DB
dngulo /DAB =y también es inscrito, entonces y = —.....(2)
El angulo f es un dngulo exterior del tridngulo AD P que se forma, entonces f§ = a + y, entonces

DB AC
a = f3—y. Por lo tanto por (1) y (2) concluimos que o = - "5 Q.E.D

Proposicion 0.5

Sean c1 y ¢, dos circunferencias que se cortan en los puntos P y Q. Se trazan los didmetros,

de las dos circuferencias, que pasan por P. Sean X, Y los puntos de interseccion de estos

diametros con cada una de las circunferencias, entonces la recta XY pasa por el punto

0.

Demostracion La demostracion se deja como tarea para el alumno.

———————— O (D) O



Proposicion 0.6

Dada una circunferencia C y dos puntos P y Q exteriores al circulo, se trazan dos secantes
por cada uno de los puntos exteriores de tal forma que se corten sobre la circunferencia
en cuatro puntos A, B, C y D, entonces las bisectrices PX y PY de los dngulos /Py /Q

son perpendiculares.

Demostracion

Sean I, y I, dos rectas secantes a la circunferencia trazadas desde el punto exterior P, que corta a
la circunferencia en cuatro puntos A, B, CyD. Sean I3 y I, las otras dos rectas secantes que pasan
por los pares de puntos (A, B) y (C, D) respectivamente.

P.d. Que los tridngulos PYE y QFX son isésceles, donde F es un punto de interseccion de I3 y

bisectriz PX, y E un punto de interseccién de [, con PY.

Notemos que el cuadrilatero ACDB es ciclico y ademds convexo ya que sus diagonales estan
dentro del cuadrilétero, por tanto sus dngulos opuestos son suplementarios, es decir, +6” = 180°,
pero también 6"+ = 180° por tanto = 6. También 7+1’ = 180°, pero también 7++a = 180°.
Por lo tanto, por (AA) nuestros tridngulos ACQ y BDQ son semejantes.

Por otro lado, como PX es bisectriz , el tridngulo AY Q y el tridngulo ED(Q son semejantes por
(AA), por tanto el dngulo /DEQ =y = /QY A, los cuales son dngulos interiores del tridngulo
PYEy y = /PEY pues son opuestos por el vértice.

Por lo tanto El tridngulo PY E es isOsceles, entonces la bisectriz PX es perpendiculara YEy YE

estd en QY por tanto las bisectrices son perpendiculares.

———————— O (D) O
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